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Re´sume´ :
Nous e´tudions la convection-diffusion tri-dimensionelle entre tubes paralle`les par une for-
mulation the´orique bi-dimensionnelle pre´ce´dement propose´e. L’imple´mentation de cette
formulation bi-dimensionnelle par e´le´ments finis permet de calculer une vaste classe de
configurations physique, hydrodynamiques et ge´ome´triques. Nous nous attachons a` l’e´tude
du champ de tempe´rature et de l’e´volution des flux en fonction du nombre de Pe´clet Pe,
l’e´cart entre les deux tubes d, le rayon des tubes r et les vitesses des e´coulements au sein
des tubes.
Abstract :
We study three-dimensional convection-diffusion between parallel tubes using a previously
proposed two-dimensional theoretical formulation. Finite element method implementation
allows the computation of a wide range of physical, hydrodynamic and geometric configu-
rations. We focus the study on both temperature and flux evolution between two convective
tubes the radius of which is r, distant by d, when varying their inside velocity field through
the Peclet number Pe.
Mots clefs : convection-diffusion ; proble`me de Graetz ; me´thodes aux e´le´ments
finis
1 Introduction
Les proble`mes de convection-diffusion entre tubes paralle`les sont pertinents pour diffe´rents
proble`mes de transfert de chaleur ou de masse tels que les e´changeurs a` tubes, des micro-
e´changeurs convectifs, les planchers chauffant, ou les e´changes de matie`res entre les vais-
seaux sanguins et les tissus. Graetz [2] a e´tudie´ le champ de tempe´rature au sein d’un tube
dans lequel un e´coulement de Poiseuille est e´tabli en ne´gligeant la diffusion axiale. Dans
ce cas on cherche la solution T sous la forme de variable se´pare´es du proble`me permettant
la de´finition de valeurs et vecteurs propres λ et Tλ. On se rame`ne ainsi a` un proble`me
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aux valeurs propres. De plus des proprie´te´s mathe´matiques de ce proble`me (notamment
syme´trique ne´gatif) permettent de justifier une solution de la forme :
T (x, y, z) =
∑
λ∈Λ
cλTλ(x, y)e
λz ou Λ ⊂ R− (1)
Le proble`me de Graetz connait plusieurs de´clinaisons. Il s’en distingue deux : le proble`me
de Graetz e´tendu, dans lequel le terme de diffusion axiale n’est plus omnis, et le proble`me
conjugue´ de Graetz dans lequel on rajoute une partie solide (par exemple autour du tube)
ou` de la diffusion a lieu. Cependant le principe de re´solution n’est plus aussi e´vident.
Ainsi dans le cas conjugue´ la notion de proble`me aux valeurs propres n’est plus pertinente
sur le domaine complet, c’est a` dire fluide et solide. Concernant le cas e´tendu, la diffusion
axiale permet l’apport d’informations dans le sens inverse de l’e´coulement, il apparait donc
dans ce cas des valeurs propres positives si bien que la proprie´te´ de syme´trie ne´gative du
proble`me du Graetz n’est plus respecte´e. La de´composition de la solution sous la forme
de (1) n’est plus possible. Ce sont les travaux de Papoutsakis et Ramakrishna [6, 7, 8] qui
ont permi de surmonter ces difficulte´s dans le cas du proble`me e´tendu. Ils ont reformule´
ce dernier en ajoutant a` la tempe´rature une seconde inconnue : le flux de tempe´rature,
de´composant ainsi l’e´quation d’advection-diffusion en deux e´quations diffe´rentielles du
premier ordre. Ainsi ils se ramene`rent a` un proble`me aux valeurs propres syme´triques et
pouvaient de´terminer les coefficients cλ. Des travaux [9, 10] ont permis de poser le cadre
d’une formulation mathe´matique comple`te du proble`me de Graetz et de ces de´clinaisons
afin de de´composer la solution sous la forme (1). Cette formulation a re´cemment e´te´
e´tendue aux cas de domaines finis [11]. Dans un premier temps nous de´crivons la for-
mulation mathe´matique du proble`me de Graetz ge´ne´ralise´. Nous allons ensuite e´tablir la
formulation variationnelle. Nous me´nerons une e´tude parame´trique sur les flux base´e sur
le nombre de Pe´clet de notre proble`me, les champs de vitesse, le rayon des tubes et la
distances entre ces derniers.
2 Formulation the´orique
Le domaine de section Ω est compose´ de trois parties : une premie`re partie solide de section
Ω1 dans laquelle sont confine´s deux tubes infinis de sections Ω2 et Ω3 d’axe ez. Les sections
de ces trois parties sont comprises dans le plan (x, y). Au sein des tubes un e´coulement
laminaire de la forme v = v(x, y)~ez est e´tabli. Dans chaque tube, nous conside´rons ici un
profil parabolique de Poiseuille. Il ve´rifie v|Ωi = vi avec v1 = 0 et v2,3 > 0 ou < 0.
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Fig. 1 – Configuration ge´ome´trique du proble`me : a` gauche une coupe du domaine, a`
droite le domaine complet.
On de´finit sur la section Ω l’e´quation de concervation des flux adimensionne´s :
∇ · (k∇T ) + k
∂2T
∂z2
= Pe v
∂T
∂z
(2)
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k est la conductivite´ telle que k = k(x, y) et k|Ωi = ki et Pe est le nombre de Pe´clet de notre
proble`me. A cela on doit rajouter des conditions de couplage aux interfaces fluide-solide :
Ti = Tj et ki∇Ti · ni,j = kj∇Tj · ni,j , sur Γi,j
avec Γi,j qui est l’interface entre Ωi et Ωj et ni,j la normale a` Γi,j. On de´finit e´galement
des conditions aux limites de type Dirichlet sur la frontie`re du domaine ∂Ω avec un saut
en z = 0 :
{
T|∂Ω = 0 z > 0
T|∂Ω = 1 z < 0
et
{
T (·, z)→ 0 z → +∞
T (·, z)→ 1 z → −∞
On reformule ensuite cette e´quation en un syste`me de deux e´quations a` deux inconnues
en introduisant le vecteur p tel que :
∂zT = Pe v k
−1T − k−1∇ · (p) (3)
∂zp = k∇T (4)
Le syste`me est ensuite e´crit sous la forme matricielle suivante :
d
dz
Φ(z) = AΦ(z) avec Φ(z) =
∣∣∣∣ T (z)p(z)
ou`
A =
(
Pe v k−1 −k−1∇·
k∇ 0
)
La solution de notre proble`me Φ(z) ∈ H ou H = L2(Ω) × (L2(Ω))2 et (L2(Ω))2 l’espace
des fonctions vectorielles de carre´ inte´grable sur Ω. H est un espace de Hilbert auquel on
associe le produit scalaire :
(Φ1,Φ2)H =
∫
Ω
T1T2k dx+
∫
Ω
p1 · p2k
−1dx
D’apre`s [9, 10] on peut de´terminer les valeurs propres λn de A ainsi que les vecteurs propres
associe´s ψn ≡ (Tn,pn), avec pn = k∇Tn/λn, qui forment une base de (ker A)
⊥ = Ran A.
De plus on peut de´composer cette base en (ψ+i )i∈N∗ et (ψ
−
i )i∈N∗ de sorte que :
−∞← ... ≤ λ+i ≤ ... ≤ λ
+
1 < 0 < λ
−
1 ≤ ... ≤ λ
−
j ≤ ...→ +∞ (5)
On nommera amont les modes pour z < 0 et aval les modes pour z > 0.
Dans notre cas on s’inte´resse plus particulie`rement a` T. Par de´finition la n-ie`me fonction
propre ψn ve´rifie Aψn = λnψn. Si on pose T (x, y, z) = e
λnzTn(x, y) alors T est une solution
de l’e´quation de l’e´nergie. On a alors :
T =


1 +
∑
n
α−n e
λ−
n
zT−n z ≤ 0
−
∑
n
α+n e
λ+
n
zT+n z ≥ 0
ou` on de´finit les coefficients αn par : αn =
1
λ2
n
∫
∂Ω
k∇Tn · nds.
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3 Formulation variationnelle et re´sultats
3.1 Formulation variationnelle
Soit Φ =
∣∣∣∣ Tp solution de (3-4). D’apre`s [10] on peut de´finir s tel que : Φ =
∣∣∣∣ T∇s .
Soient Φ1,Φ2∈(ker A)
⊥. La formulation variationnelle de (3-4) s’e´crit :
∫
Ω
(Pe v T1 T2 +∇s1 · ∇T2 +∇s2 · ∇T1)dΩ = λ
∫
Ω
(kT1T2 + k
−1∇s1 · ∇s2)dΩ (6)
Nous avons imple´mente´ cette formulation variationnelle en utilisant des e´le´ments finis P1
sous FreeFem++ [12]. Notre but est de de´terminer le champ de tempe´rature T dans une
section de notre domaine et d’acce´der ensuite au flux de tempe´rature. Nous calculons
les valeurs propres et les vecteurs propres λn/Tn de l’ope´rateur A e´crit sous la forme
variationnelle (6) en utilisant la me´thode d’Arnoldi des librairies Lapack [13]. Ces bases
nous permettent de reconstruire la solution comme une somme infinie de modes propres
tronque´s a` un ordre arbitraire N .
3.2 Re´sultats nume´riques
Fig. 2 – Isovaleurs du champ de tempe´rature pour Pe=20 dans une section du domaine
pour z > 0 pour une configuration de vitesse co-courant a` gauche et contre-courant a`
droite, pour deux tubes de rayons e´gaux a` un quart du rayon du domaine et distant de
0.6 fois le rayon du domaine ext´erieur.
La figure 2 indique une coupe transverse de la configuration e´tudie´e, pour laquelle deux
tubes cylindriques dans lesquels un profil de Poiseuille est e´tabli convectent un champ
de tempe´rature. On voit que la configuration contre-courant ge´ne`re une dissyme´trie du
champ de tempe´rature compare´e a` celle du cas co-courant syme´trique. Les isovaleurs ont
tendances a` se concentrer vers le tube de gauche, ou` donc les gradients de tempe´rature et le
transfert thermique est beaucoup plus important que sur le tube de droite. Cette constation
implique que les gradients de tempe´rature sont beaucoup plus importants sur le tube de
gauche. Par symme´trie de cette configuration les modes amont du tube de droite sont les
modes aval de celui de gauche et re´ciproquement. Or nous constatons nume´riquement que
la contribution des modes avals est tre´s dominante devant celle les modes amont sur le
4
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Fig. 3 – Flux adimensionne´ par le nombre de Pe´clet sur le tube de droite pour z > 0 en
fonction de l’e´cartement entre les deux tubes pour un domaine pe´riodique.
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Fig. 4 – Diffe´rence relative entre le flux calcule´ a` partir du mode dominant et le flux calcule´
avec tous les modes pour z > 0 en fonction du rayon du tube pour diffe´rents nombre de
Pe´clet.
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flux. Plus Pe augmente, plus le spectre des valeurs propres se de´place vers R+, diminuant
la contribution de la partie amont. C’est pourquoi le transfert est ici dominant dans le
tube de gauche, et c’est donc celle qui nous inte´ressera dans la suite.
Les figures 3 et 4 portent sur l’e´tude du flux total de chaleur. On observe au regard de
la superposition des courbes de la figure 2 que le transfert total est proportionnel au
nombre de Pe´clet. De plus dans cette configuration contre-courant on voit que le transfert
augmente le´ge`rement lorsqu’on e´loigne les tubes. Outre les variations des e´changes avec
les parame`tres hydrodynamique ou ge´ome´triques, on a cherche´ a` e´valuer comment la seule
contribution du premier mode approximme le flux total. On observe que meˆme pour des
Pe´clet modestes (ici 30), et a` fortiori pour des Pe´clet plus grand, ce seul mode permet une
excellente approximation du flux total. Ce constat est encourageant pour de´velopper des
strate´gies d’approximations base´s sur ce seul mode.
4 Conclusions
Nous avons analyse´ le proble`me de Graetz ge´ne´ralise´ en s’appuyant sur la formulation
propose´e en [10]. Nous avons conduit une e´tude parame´trique du champ et du flux de
tempe´rature. Cette e´tude montre que transfert convectif est proportionnel au nombre de
Pe´clet, et qu’il de´pends plus modestement de la configuration ge´ome´trique. Il apparait que
le flux calcule´ a` partir du mode dominant, dans la partie amont ou aval du spectre donne
une excellente approximation du flux total sur une large gamme de parame`tres. Enfin nous
montrons que les transferts dans la zone amont sont tre`s petit compare´s a` ceux de la zone
aval. Cet e´cart augmente lorsque le nombre de Pe´clet croˆıt, ce qui de´place le spectre des
valeurs propres vers R+, c’est a` dire limite conside´rablement la taille de la zone d’e´change
dans la zone amont, comme analyse´ en de´tail dans une configuration axi-symme´trique en
[9].
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